Deformation af stalbjeelker

Af Jimmy Lauridsen
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1 Nedbgjning af bjeelker

En bjeelkes nedbgjning bestemmes ud fra bjeelkens differentialeligning:

d? —M(x) —M(x)

—u(x) =—- > ulx) =|f ——dx
M(x) beskriver de pavirkende laster og (E - I) beskriver bjelkens stivhed. Set fra et fysisk
synspunkt virker det ogsa meget naturligt, at en bjalkens nedbgjning bestemmes ud fra forholdet
mellem lastens starrelse, og hvor stiv bjelken er. Bjelkestivheden er som det ses et produkt af
elasticitetsmodulet (materialebestemt) og inertimomentet (tveersnitsbestemt). Disse to
grundleeggende begreber er afgarende for nedbgjningen, og vil derfor blive gennemgaet i de
efterfglgende to afsnit.
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1.1 Elasticitetsmodulet

Til at beskrive elasticitetsmodulet anvendes begreberne ”spa@nding” og “tejning”. Disse begreber
kan anskueliggares ved at kigge pa en stang med et tvaersnitsareal A og en leengde L pavirket af rent
treek med kraften P.
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Hvis kraften vi traekker i stangen med gradvis vokser fra 0 til P, vil der tilsvarende gradvis ske en
forleengelse AL af stangen, hvilket kan optegnes i et diagram. For samme materiale, men med
forskellig geometri (A og L), fas forskellige kurver som vist pa figur 2a. Ved at dividere med
henholdsvis tvarsnitsareal A og begyndelseslengden L (P/A og AL/L) far vi den generelle
arbejdskurve, som kun er materialeafhaengig, og derfor er mere praktisk anvendelig. Se figur 2b.

o = P/A = spaending  [kraft pr. arealenhed, N/mm? = MPa]
€ =AL/L = tgjning [leengdeaendring pr. leengdeenhed]

Er arbejdskurven som vist en ret linje, og falger kurven samme linje tilbage, nar kraften igen aftager
fra P til O, kaldes arbejdskurven for linezr-elastisk.

For linezr-elastiske materialer geelder, at arbejdskurvens haldningskoefficient (elasticitetsmodulet)
kan findes ved hjelp af Hookes lov:

c=E-¢ - E = 0/¢ = tan(x) = elasticitetsmodulet  [N/mm? = MPa]
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Ikke alle materialer er linezr-elastiske. Figur 3 viser de mader et materiale kan opfare sig pa. De
viste pile pa kurverne angiver hhv. belastning og aflastning.
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Pa figur 4 er vist tre eksempler pa forskellige materialer og deres arbejdskurver
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Uy(fy)?
ay> 250 N/mm? (bled! sidl)
oy> 1000 N/mm? (sterki stal)
£
Stal
ke g
o (fo)1
a:(fe)
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Fejlfrit naletre - Beton - tryk

trek parallell med fibrene

Figur 4

Opgave 1

Der treekkes i en rund stang af et linear-elastisk materiale. Stangen har en diameter pa 10 mm og en
leengde pa 1m. Ved kraften 500 kN males der en forleengelse pa 30 mm. Bestem
Elasticitetsmodulet.

Lasning:

E=021-10°MPa  (MPa= ——=1000-7)
mm m

> =

Side 3 af 9



1.2 Inertimomentet

Et inertimoment er en tvarsnitskonstant og er derfor uafhaengig af materialeparametrene. Ligesom
det far omtalte elasticitetsmodul siger inertimomentet direkte noget om et materiales stivhed. For
symmetriske tveersnit regnes inertimomenterne altid om en vandret- eller lodret akse.

Symmetriske tveersnit
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Figur 5

Matematiske definitioner:

Areal af emne: A= [[dA=[[dy-dx

Statisk moment om x-aksen: Sey=f[y-dA=[[y-dy-dx
Statisk moment om y-aksen: Sy=[[x-dA= [[x-dy-dx
Tyngdepunkt: (x,y) = (iTy : %)

Inertimoment om x-aksen: L=[[y*-dA=[[y?-dy-dx
Inertimoment om y-aksen: I,=[[x*-dA=[[x* dy-dx

Forsimplede formler for inertimomentet:

. 1
Inertimoment om x-aksen: L, = 5 b-h3 hvor b er parallel med x-aksen

Inertimoment om y-aksen: I, = % h-b3 hvor h er parallel med y-aksen

(ovenstaende to formler gaelder kun for en firkant med hovedakserne placeret i tyngdepunktet)
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Asymmetriske tvaersnit
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Figur 6

Ved asymmetriske tveaersnit kan de forsimplede formler stadig anvendes hver for sig pa de to
delarealer. For at fa det samlede inertimoment om henholdsvis x- og y-aksen, er det ikke nok at
addere de to inertimomenter, da der yderligere skal tilleegges et flytningsbidrag, som tager hgjde for
hver af delarealernes afstand ind til tyngdepunktet.

Flytningsbidraget for areal 1: Iryes = Ay - d?
Flytningsbidraget for areal 2: Iryen = Ay - d?

d beskriver henholdsvis den vandrette eller lodrette afstand fra delarealet tyngdepunkt til det
samlede tyngdepunkt, alt efter om det er inertimomentet om x eller y man sager.

Det samlede inertimoment om x: L = (Iea + Lryexa) + (Iez + Lriyexz)

Det samlede inertimoment om y: L =Ly +Iyey1) + (Iy2 + Lriyey2)

Hovedinertimomenter:

Et tveersnit vil altid have to hovedinertimomenter, der beskriver henholdsvis det mindste og det
stgrste inertimoment. Disse to inertimomenter er i fysikkens verden meget interessante, da en givet
udbgjning altid vil ske om tveersnittets svage akse (den akse som giver det mindste inertimoment).
For et symmetrisk tvaersnit, som figur 5, vil hovedakserne altid veere x og y. Men for et
asymmetrisk tveersnit som figur 6, vil der findes to andre akser, som vil give det mindste og starste
inertimoment. Pa figur 7 er disse to akser vist som henholdsvis n og &.
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Figur 7

For at finde hovedinertimomenterne om disse to akser, er det ngdvendigt at finde
centrifugalmomentet farst.

Matematisk definition:

Centrifugalmomentet: Ly=Ly=[[y-x-dA=[[y-x-dy-dx
Forsimplet formel:

Centrifugalmomentet: Ly = (Ag dyx diy) + (A dax - dyy)

A beskriver delarealerne, og d beskriver henholdsvis den vandrette eller lodrette afstand fra
delarealet tyngdepunkt til det samlede tyngdepunkt.

Hovedinertimomenterne kan nu findes ud fra fglgende formler:

Det samlede inertimoment om &: Ie=--|L+1,+ J(lx 1) +(2- 1)

Det samlede inertimoment om n: I, = % L+1,— J(Ix 1) +(2-1,)"
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Opgave 2

Bestem hovedinertimomenterne I: og I, for fglgende tveersnit:

4 mm
1
—
40 mm
I4mm
| I
. 40 mm
-
Figur 8
Lasning:

I, = 0,0461 - 10°® mm*
I, = 0,0461 - 10% mm*
I, = 0,0273 - 106 mm*
L, =0,0188- 106 mm*

I =0,0734- 106 mm*
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2 Formelsamling for typiske systemer

Da man jo sjeeldent er den farste til at regne pa et givet bjelkesystem, findes der op til flere
generelle tilfelde, hvor nedbgjningen allerede er udledt for os (vha. bjeelkens differentialeligning).
Nedenfor er givet fire meget typisk forekommende statiske systemer.

Symboler: P = Den pavirkende kraft [N]
M = Indspandingsmoment [Nm]
R = Reaktion [N]
E = Elasticitetsmodulet [MPa] / [N/mm?]
| = inertimomentet [mm®]

Simpel understgttet bjaelke med en enkeltkraft pa midten:

1
Ry=ERp=-FP
AT BT 5
lP M(x) = %-P-x for p 511_
AN _é, 1 L
M(x) = E-P-{I_ —x) for iz ;I_
T Li2 i L2 T 3 3
T . 5 I.-"
R__-.itl 1RB u(x) = l£|:i — i EJ:| for K= —lL
16 EI |[L 3\L 2

2 )
1 PLL- 2. 1 | 1
u{x}:—-M- x_-_|2 for =xzz-L

12 EI L 4 L 2

Fast indspandt bjaelke med en enkeltkraft pa midten:

My ,|,P Mg B
C;]] E j) My =Mg= - PL

1 1 1
L2 , L/ t M(x) = E.P.-'\_x_ IL for = EI_
R,] s 3 [

I
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Simpel understgttet / fast indspaendt bjeelke med en enkeltkraft pa midten:
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